
特異点と包絡線

曲線の特異点

曲線の族の包絡線

1 特異点

特異点とは、接線が存在しえないような点のことである。

点 (a, b) ∈ V (f)を通る直線L:

x = a+ ct,(1)

y = b+ dt(2)

V (f)に接するようにさせるには？

例：直線L

x = 1 + ct,(3)

y = 1 + dt(4)

(1, 1)を通る傾き 2の直線。 d = 2cに対応する。



代数的な方法で、この直線を求めるために、直線と放物線がどのようにして交わるのか

を記述する多項式を調べる。 (3), (4)を y − x2 = 0の左辺に代入して、

(5) g(t) = 1 + dt− (1 + ct)2 = −c2t2 + (d− 2c)t = t(−c2t+ d− 2c).

d = 2cであるならば、 gは重複度 2の根を持つ。重根を探すことによって、直線が放物線

にいつ接するかがわかる。

接線を微積分を使わないで見つけ出すために、重複度の概念を使う。 f の勾配ベクトル。

(6) ∇f = (
∂

∂x
f,

∂

∂y
f)







(5)より、∇f(a, b) · (c, d) = 0。勾配∇f(a, b)は、 (c, d)に垂直。微積分の定理の代数

的な証明になっている。

y2 = x2(1 + x)の場合。 (0, 0)が V (f)の唯一の特異点。



2 包絡線

例：

(7) (x− t)2 + (y − t2)2 = 4

(8) F (x, y, t) = (x− t)2 − y + t = 0

包絡線は、 y = x− 1/4。

包絡線は、次のように完全に代数的な方法で特徴づけることができる。



定義 2.1. R2の曲線の族 V (Ft)に対して、その包絡線は、ある t ∈ Rに対して
F (x, y, t) = 0,
∂
∂tF (x, y, t) = 0

となるようなすべての点 (x, y) ∈ R2で構成される。

曲線の族 V (Ft)に対して、包絡線は曲線C であって、C 上の各点においてC が曲線族

の中の曲線 V (Ft)の一つに接するという性質をもつものと考える。その曲線C が

x = f(t),(9)

y = g(t)(10)

でパラメタ付けられていると仮定する。時刻 tにおいて、点 (f(t), g(t))は曲線 V (Ft)上に

あると仮定する。これは、曲線C が曲線族にあるすべての曲線と交わることを保証してい

る。代数的に言えば、

F (f(t), g(t), t) = 0がすべての t ∈ Rに対して成立する
ことを意味している。

微積分の結果より、C の接ベクトルは (f ′(t), g′(t))。勾配∇F は V (Ft)に垂直。したがっ

て、C が V (Ft)に接するためには、∇F · (f ′(t), g′(t)) = 0。

(11)
∂

∂x
F (f(t), g(t), t) · f ′(t) +

∂

∂y
F (f(t), g(t), t) · g′(t) = 0.

連鎖律を使って、

(12)
∂

∂x
F (f(t), g(t), t) · f ′(t) +

∂

∂y
F (f(t), g(t), t) · g′(t) + ∂

∂t
F (f(t), g(t), t) = 0



(11)を引いて、

(13)
∂

∂t
F (f(t), g(t), t) = 0.

定義 5で記述された性質を持つことが分かった。

グレブナ基底では、R[x, y]に係数を持つ tの多項式として各元を表している。消去定理

によって、 g1は tを消去した１次のイデアルを生成する。包絡線は、 g1 = 0上にある。



g5の tに関する最高次の項の係数は 135．拡張定理は、複素数体C上で考えているとい
う条件のもとに、すべての解が拡張できることを保証している。すなわち、 tは存在する

が、複素数かもしれない。

g5 = 0は、 tの 2次方程式であるから、与えられた (x, y)に対して、拡張の仕方は高々

2通り。したがって包絡線上の点は曲線族の高々 2つの円に接しているだけである。

他の多項式は、 tの 1次の項しか含んでいない。したがって、

(14) gi = Ai(x, y)t+Bi(x, y), i = 2, 3, 4.

Aiが (x, y)においてゼロになっていなければ、

(15) t = −Bi(x, y)

Ai(x, y)
.

x, yが実であれば tは、実である。また、Ai(x, y) ̸= 0であれば、 tは一意に決まる。し

たがって、包絡線上の点で V (A2, A3, A4)上にないものは、曲線族の中のただ一つの円に

接する。




